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1. Modelos Lineales Aproximantes Estaticos de la Forma: ¥V =
AX + B

Dados X € C"™*" e Y € C™" es claro que los modelos de la forma ¥ = AX + B
basados en datos Zn = {(Y;, X j)}j\’:l C % en un universo de resultados % pueden ser
representados en términos de datos en un universo % relacionado con % a través de la

relacion col(Y, X, Ip) € % < (Y, X) € %, y de la siguiente representacion,
Map)x = {col(Y, X)e# :[I —A Blcol(Y,X,Ip) = 0} (1.1)

donde Ip es determinada de tal forma que BIp = B. Por simplicidad, en este estudio
consideraremos la matriz I igual a la matriz identidad de r x r donde r es el entero
correspondiente al nimero de columnas de B, X e Y.

1.1. Minimos cuadrados y cémputo de modelos lineales estaticos aproximantes
dela forma:Y = AX + B

Para estudiar la formulacién alternativa aproximada de las estrategias de computo de
modelos exactos .4 4 p)x de la forma (LI), en lugar de una representacién exacta de la
forma (1.1), iniciaremos considerando representaciones alternativas aproximadas basadas
en una muestra 7y = {col(Y}, X;)} C % de problemas de la forma.

2

v Y,
MAB)x = (A,B):(A,B)=arg  min Z [I —A —B] X; (1.2)
(A7B)€(Cn><m><(Cn><r ]:1 IB

2



Una variacién del razonamiento presentado en la seccién [2, §Matrix least squares (pag.
223)] permite obtener el siguiente lema técnico.

Lema 1.1. Dada una muestra Iy = {(Y;, Xj)};\’:1 C % en un universo de resultados % como
el considerado previamente. Sea v € Z el niimero de columnas de cada X;. Si se define Y =
i - Y]y X = [Xl XN] donde Xj = col(Xj, I,.), entonces (A, B) € Max, si
ysolo si [A|B] = Y X, donde [A|B] denota la matriz aumentada determinada por las matrices
A, B.

Ejercicio para el lector 1. Demostrar el lema[1.1}

Ejercicio Resuelto 1. Sean A € R**3 y B € R3*? las matrices definidas por las expresiones:

—2 1 0
A=|1 -2 1
0 1 -2
(11
B=|3 -1
2 2

Si se considera el modelo lineal Y = AX + B, para X € R3*2. Dada una muestra
{(Y;, X;) € R3*2 x R3*2}3_, donde las matrices X; € R3*? son generadas al azar y donde
Y; = AX; + B, aproximar computacionalmente el par (4, B) € //Z( A|B)x aplicando el
lemacon respecto la muestra {(Y;, X;)}5_ R¥*2 x R3>2}3_).

Solucién. Para realizar esta computo utilizaremos Octave. Es posible ingresar/generar
A, X,Y € R¥3 utilizando las siguientes secuencias de comandos.
>> A=[-2 1 0;1 -2 1;0 1 -2];
>> B=[1 3 -2;1 -1 21.";
>> X=randn (3, 6);
>> Y=AxX+repmat (B, 1, 3);
>> X=[X;repmat (eye(2),1,3)];

Ahora es posible calcular (41, By) € //Z( A|B)x aplicando el lemaa través de la siguiente
secuencia de comandos.

>> AB1=Y/X;
>> Al=AB1(:,1:3)
Al =

-2.0000e+00 1.0000e+00 1.5821e-15
1.0000e+00 -2.0000e+00 1.0000e+00
3.1191e-15 1.0000e+00 -2.0000e+00

>> B1=ABl(:,4:5)
Bl =

1.00000 1.00000
3.00000 -1.00000
-2.00000 2.00000



2. Descomposiciones en Valores Singulares en Cémputo Aproxi-
mado de Modelos

Si se considera el problema

z1s = arg min Az — bl (2.1)

para A, b dados. La descomposicién en valores singulares (SVD) permite calcular la solu-
cién x s del problema (2.1) de forma bastance elegante y eficiente, tal como se ilustra en el
siguiente teorema.

Teorema 2.1. [4} Teorema 5.5.1]. Suponiendo que UT AV = ¥ es la SVD de A € R™™ con

r=1k(A).SiU = [u1,...,un]yV = [v1,...,v,] son particionamientos de columnnas y b € R™,
entonces
" ulb
— .
TLs = Z o OF (2.2)
7=1

minimiza || Ax — bl|2 y tiene la norma-2 mds pequefia de todos los minimizadores. Ademds

lAzps = b3 = D (u/b)*. (2.3)
Jj=r+1
Demostracién. La demostracion estd disponible en [4, §5.5.3]. O

2.1. Pseudoinversasy SVD

Con base en el teorema[2.1|es posible observar que la pseudoinversa AT € R"*™ puede
representarse de forma alternativa a través de la expresion

At =vetuT (2.4)
donde
+ . 1 1 nxm
YT =diag|{ —,...,—,0,...,0) €R , r=rk(A)
o1 oy

con base en (2.4), y (2.3), es posible confirmar que z1s = ATby que ||Azrs — bl|2 =
I(1 = AAT)bl|

Ejercicio para el lector 2. Reproducir el experimento correspondiente al ejercicio resuel-
to|l|recalculando los elementos (A, B) € .# 4 p)x aplicando eficientemente el teorema
y la identidad (2.4).
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