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1. Principios de Homotopias y Cémputo de Indices de Bucles en
C\{0}

1.1. Principios de Homotopias

Notacién 1.1. Dados dos conjuntos X, Y escribiremos Y X para denotar el sub-conjunto de
X x Y determinado por el conjunto de todas las funciones de X a Y.

Notacién 1.2. Dados dos espacios métricos (topoldgicos) se denota por C'(X,Y") el conjun-
to de funciones continuas de X a Y.

Definicién 1.3. Un espacio métrico (topoldgico) X se denomina conexo por trayectorias o
CPT si para cada z, 2’ € X, existe vy € C([0,1], X) tal que y(0) =z y (1) = 2.

Definicién 1.4. Dados dos espacios topolégicos X, YAy dadas fy, f1 € C(X,Y), una homo-
topia de fo a f1 es una familia (net) de funciones { fi},cj01) C C(X,Y) tal que fo = foy

fi=fi.

Observacién 1.5. Con base en la definicion previa es posible observar que dados dos espa-
cios topoldficos, una homotopia entre dos mapas f, g € C(X,Y') puede interpretarse como
una funcién h € C'(X x [0,1],Y) tal que.

h(z,s) €Y, s €0,1]
h(z,0) = f(x) , v eX (1.1)
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Homotopias entre mapas arbitrarios f, g que solamente complen la condicién (1.1)) se
denominan homotopias libres, dado que las tinicas restricciones estan dadas por la conti-
nuidad de h : X x [0,1] — Y y por (L.I).

Suposicion 1.6. Dada la importancia del espacio topologico [0,1] C R! en el trabajo de
clasificacién de espacios topolégicos correspondiente a este curso, a partir de este punto se
asumird cierto (sin necesidad de verificacién/demostracién) que [0, 1] es un sub-conjunto
compacto del espacio topolégico R! (con respecto a la topologia métrica usual inducida
por la métrica d : R x R — R determinada por d(z,y) = |z — y|, z,y € R).

En el caso de mapas (trayectorias) en C([0, 1], X') en un espacio topolégico X, ademaés

de homotopias libres, se considerardn homotopias con algunas restricciones adicionales.
Un ejemplo gréafico de homotopia libre entre dos trayectorias en C\{0} se ilustra en la

fig.

Figura 1.1: Tlustracién gréfica de una homomtopfa libre {fs}sc0,1) € C([0,1],C\{0}) en
C\{0} entre dos trayectorias v : [0,1] — . (representada por curva coloreada en negro)
Vv =pory:[0,1] = p(.¥) (representada por curva coloreada en rojo), para .’ = {z €
C : |z| = 1} C C\{0}, v(t) = exp(2mit) parat € [0,1], p € C[z] definido por p(z) =

1.8, 1.7, 1.6, 1.5 1.4, 1.3 ,12,9 7 _ (@)
TOZ —I—TOZ +EZ +TOZ +TOZ +EZ +§Z +§Z_TOYfS(t)_"ypp(t)‘510§s7tgl'

Observacion 1.7. Es importante observar que la expresion f,(t) = %, 0 < s,t <1define
una homotopia dado que ([0, 1]),7,([0, 1]) € C\{0} de manera que 0 ¢ ([0, 1]), v,([0, 1]),
sino se considera esta restricciéon para los rangos de v, 7, la expresion f;(s) podria no estar
bien definida y no podria definir una homotopia. Esta es una de las razones por las que el

conjunto en el que se estd considerando la homotopia es importante.

1.2. Trayectorias Homotépicas

Definicion 1.8. Dadas dos trayectorias vp,71 € C([0, 1], X) en un espacio topolégico X
tales que 79(0) = 71(0) y 70(1) = 71(1), se define una homotopia con puntos extremos fijos
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como una homotopia {4 };c(o,1] C C([0, 1], X') que cumple las siguiente restricciones.

Ys(t) € X

¥5(0) = 70(0) = 71(0)

¥s(1) = v0(1) =n(1) , s,t€[0,1] (1.2)
Yo(t) = v0(t)

A(t) =7n()

Notacién 1.9. Dadas dos trayectorias 79,71 € C([0,1], X) en un espacio topoldgico X, se
escribird que 7o,y son homotépicas con puntos extremos fijos si y9(0) = 71(0) y 0(1) =
71(1) y si existe una homotopia {4 },c[0,1] € C([0,1], X') que cumple las restricciones (1.2),
la condicién de 7y, y1 de ser homotdpicas con puntos extremos fijos se denotard de forma
abreviada en este curso como Yy ~p V1.

Un ejemplo gréfico de homotopia con puntos extremos fijos entre dos trayectorias en
C\{0} se ilustra en la fig.

Figura 1.2: Tlustracién grafica de una homomtopia con puntos extremos fijos {f}scjo,1] C
C(]0,1],C\{0}) en C\{0} entre dos trayectorias v : [0,1] — .7 (representada por curva
coloreada en negro) y v, : [0, 1] — p(.¥) (representada por curva coloreada en rojo), para
S ={z¢€ C:|z| =1} c C\{0}, v(t) = exp(2mit) para t € [0,1], p € C[z] definido por
p(z) = 28+ 52T+ L2064 LS St L3 1024 90— Lo (8) = p(exp(2mit)) —p(1) +1

parat € [0, 1]y f(t) = 2, 0 < st < 1.

Lema 1.10. La relacién ~y, es una relacion de equivalencia entre trayectorias en un espacio topold-
gico.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico. Dada a € C([0, 1], X), es claro que la familia
de funciones {a}e01] C X001 definida por ay(s) = a(s) para cada t,s € [0,1] es una
homotopia de « a a. En efecto, oy = o € C([0,1], X) paracadat € [0,1], a0 =, 01 = ay
a¢(0) = a(0) y a4(1) = (1) paracada t € [0,1] = o ~p, a.
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Dadas «, 5 € C([0,1], X) tales que a ~}, 3, se cumple que existe una homotopia con
puntos extremos fijos {d }e0,1) € C([0, 1], X) de ava 8. Es claro con base en la definicién
de la operaci6én ~ que la familia {&1-¢}e(0,1) € C([0, 1], X) define una homotopia de 5 a
a= [ ~p a.

Dadas «, 3,7 € C([0,1],X) tales que o ~;, By B ~p 7, se cumple que existen ho-
motopias con puntos extremos fijos {a: }e(0,1]; {Bt}te[o,l] C C([0,1],X)deaafydefa
7, respectivamente. Es claro con base en la definicién de la operacién ~}, que la familia
{At}tep,) € C([0,1], X) determinada por la expresién

~ o 64215(8)7 le [07 1/2]
Yols) = { Bor—1(s), te€[1/2,1]

define una homotopia de a a v = a ~, 7. Los argumentos previos implican que la re-
laciéon ~j, es reflexiva, simétrica y transitiva, por tanto ~j es una relacién de equivalen-
cia. ]

Notacién 1.11. Dada una trayectoria v € C(]0, 1], X') en un espacio topolégico X, en este
curso se escribird o), para denotar la clase de equivalencia (de homotopia) de «, la cual
estd determinada por la expresion o], = {y € C([0,1], X) : v ~p, a}.

Tanto en la fig. [I.T| como en la fig. [1.2] se ilustran tipos de trayectorias que jugardn un
papel fundamental en el trabajo de clasificacién de espacios topolégicos correspondiente a
este curso.

Definicién 1.12. Dado un espacio topolégico X y un punto € X. Una trayectoria 7 €
C(]0,1], X') se denomina un bucle o lazo en X conbase en z, siy(0) = z = (1). El conjunto
de todos los bucles en X con base en z se denotard por 7 (X, ) en este curso.

Observacion 1.13. Dado un espacio topolégico X y dado = € X. Es claro que (X, z) =
{a e C([0,1], X) : a(0) =z = a(1)}

Notacién 1.14. Dados dos espacios topolégicos X,Y y y € Y, en este curso se escribira g
para denotar la funcién §j : X — Y definida por §(x) = y para cada x € X.

1.3. Algunas propiedades del cémputo de indices en 7;(S', 1)

Notacién 1.15. S! = {z € C: |z| = 1}.

Notacién 1.16. 71 (S',1) = (S, 1)/ ~p={[a]n : a € ©(S, 1)}.

Definicién 1.17. Dada w € C([0,1],C) tal que w(0) = w(1) y dado zp € C, el nimero de
giros o indice de w con respecto a 2 se define como el ntimero entero correspondiente a la
expresion.

1 dz
Neo(w) = 2my§ z— 20

Observacién 1.18. Es importante observar que la integral correspondiente al indice IV, (w)
debe calcularse en el sentido positivo (anti-horario) de recorrido de w({0, 1]).
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Definicién 1.19. Dada w € C([0,1],S!) en S! tal que w(0) = w(1) = 1, se define el indice
ind([w]p,) de [w]n, como el nimero entero definido por la expresién ind([w]s) = No(w).

Propiedad 1.20. Dadas [a]y,, [8]n € 71(SY, 1) el computo de indices en w1 (S', 1) cumple las
siguientes propiedades:

1. ind : 71 (S, 1) — Z estd bien definida.
2. ind([e]p) = ind([B]n) = [edn = [Bln.
3. Dado z € Z existe [w,];, € m1(S', 1) tal que ind(|w.]p,) = 2.

Observacion 1.21. Es importante observar que la funcién ind esté bien definida en 71 (S, 1),
antes de calcular el indice de un elemento de un grupo fundamental dado, es importante
determinar si la operaciéon podria estar definida.

Definicion 1.22. Dado S C R, se dice que f € C(S,C\{0}) esta topolégicamente controla-
do por S si existe py € C(S!, C\{0}) tal que py resuelve el siguiente diagrama conmutativo.

Sl
exp(2mi-) :pf
4
sE—c\{o}

1.4. Proyectos Computacionales

Para desarrollar las siguientes practicas de laboratorio, es recomendable instalar el pro-
grama GNU Octave en su version 5.2.0 disponible en la direcciéon https://www.gnu.
org/software/octave/download.htmll

1.4.1. Visién Computarizada y Deteccién de movimiento periédico

En esta seccion se resolvera el problema correspondiente al desarrollo de un algoirtmo
topolégico elemental de visién computacional asistida y deteccién de movimiento peri6-
dico. Este algoritmo topolégico basado en la funcién ind : 71(S',1) — Z permite a la
coputadora detectar el movimiento periddico observado a través de una secuencia de ima-
genes que simulan un proceso de visién computacional asistida. Para este proposito se
utilizard el programa PMot ionID.m desarrollado por Fredy Vides como parte del proyec-
to ACRPKG actualmente en desarrollo en el CICC-UNAH.

El c6digo Octave del programa PMot ionID.m se muestra a continuacion.

function [Wt,Wtr,T]=PMotionID(N,M,tol)
Programador: Fredy Vides

Proyecto: ACRPkG/CICC-UNAH 2020
Example:

[Wt,Wtr, T]=PMotionID (33,200,1e-11);
t=0:2/(N-1) :2;

o° o° o° o°
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x=—1:2/(M-1) :1;

z=@ (t)cos (2*pixt) .*x (1-x.72) ."3;

for k=1:N

plot(x,z(t(k)),’"linewidth’,5,[-1 1],[0 0],’r.’, 'markersize’,20);
axis ([-1 1 -1 11);

axis square;

axis off;

print ("-dpng", ['wave-',num2str (k),’ .png’1);

end

W=double (imread ([’'wave-1l.png’]));

imshow (uint8 (W) ) ;

pause(.1);

R=sparse(size(W,1l),size(W,2));

W=W(:,:,1);

DW =del2 (W) ;

f=find (DW) ;

Wr=R;

Wr (£)=W(£f);

Wt=Wr (:);

for k=2:N

W=double (imread ([’wave-',num2str(k),’ .png’1));
imshow (uint8 (W) ) ;

pause(.1);

W=W(:,:,1);

DW =del2 (W) ;

f=find (DW) ;

Wr=R;

Wr (£)=W(£f);

Wt=[Wt Wr(:)];

end

[u,s,~]=svd(Wt,0);

s=diag(s)’;

f=find (s>=tol);

Wtr=u(:, f)’ *Wt;

wt=abs (fft (Wtr (1, :))) /sqgrt (N);
Th=min (wt) ;

f=find (wt>=Th) ;
F=Q@(z) (z.” (floor (N/£f(2)))) /sqgrt (N);
T=NGiros (F,0,N);
end

El programa PMot ionID.maplica el programa Octave NGiros .m para calcular el indi-
ce del bucle elemental de identificacion correspondiente. El c6digo del programa NGiros.m
se muestra a continuacion.

function N=NGiros (f,z0,n)



o\

Programador: Fredy Vides

Proyecto: ACRPkG/CICC-UNAH 2020

Example:

f=Q@(x)polyval([.1 .1 .1 .1 .1 .1 .5 1.8 -.71,%);
N=NGiros (f)

o o° o° o° o° o° oo

o\

if nargin<2

n=14;

z0=0;

end

if n<=1, n=2;end
t=0:1/n:1;

z=exp (2*xpixixt (l:n));

pf=polyfit(z,f(z),n);

dpf=polyder (pf);

dpf=@ (t) (exp (2+«pi*ixrt) .*polyval (dpf,exp (2 pixixt)))./...
(polyval (pf,exp (2xpixixt))—-2z0);

N=real (quadl (dpf,0,1,1e-14));

Un ejemplo de ejecucién del programa PMotionID.m se muestra a continuacion.

>> [Wt,Wtr, T]=PMotionID(33,200,1le-11);
>> T
T = 16.000

1.4.2. Identificaciéon Dindmicaen S}, = {z € C : |Re(z)|+|Im(z)| = 1} topolégicamente
controlada por S!

En esta seccién se utiliza el programa Octave SystemIDTG.m desarrollado por Fredy
Vides como parte del proyecto ACRPKG, con el propésito de identificar dindmica topol6-
gica periddica en el subespacio topolégico Sty = {z € C : |Re(z)| + [Im(z)| = 1} C C.
El programa requiere la aplicaciéon del programa NGiros.m previamente descrito, y re-
quiere también la implementacién de una funcién Octave que permita calcular el mapeo
S+ (S&p,1) — (S, 1), la implementacion computational de Octave de . ha sido imple-
mentada por Fredy Vides como el programa Octave S1gt .m, pero el c6digo no se com-
parte en este punto dado que el cdlculo y la implementacién computacional en Octave del
mapa . : (Sip, 1) — (S', 1) es un ejercicio para el lector.

El c6digo Octave del programa SystemIDTG.m se muestra a continuacion.

function [Zr, Ind]=SystemIDTG(I,T,N)
Programador: Fredy Vides
Proyecto: ACRPkG/CICC-UNAH 2020
Examples:

[Z,Ind]=SystemIDTG ([0 .5],2,101);
[Z,Ind]=SystemIDTG ([0 1]1,2,201);

o o o° o° oe



f = Q(t)Slgt (exp(2*xpixixTxt));

dI=diff (I);
t=I(1):dI/(N-1):I(2);

S1GT=f (t);
S1r=S1GT./abs (S1GT) ;

S1r0=Slr(l: (N-1));

Slrl1=Slr (2:N);

Zzr=S1rl/S1r0;
F=Q(z)z."floor ((N*xangle (Zr))/ (2+pi*dI));

Ind=NGiros (F, 0, floor (N/10));
S1GTr=S1gt (F (exp (2*pixixt)));

for k=1:N

subplot (121) ;
Z=S1GT (1:k);

plot (real (Z),imag (2
real(Z(1l)),imag(Z (1
24,real (Z (k)),imag (
axis ([-1 1 -1 11);
axis square;
title(’DinAjmica observada’)
pause(.1);

subplot (122) ;
Z2=S1GTr (1:k);

plot (real (Z),imag (2
real (Z(1l)),imag(Z (1
24,real (Z (k)),imag (
axis ([-1 1 -1 11);
axis square;
title('DinAjmica identificada’)
pause(.1);

end

end

), "b’,’linewidth’, 4,
)),"g.’ marker31ze
Z (k )),’ , marker51ze’,24);

), b’,’linewidth’,
)),"g.’ marker31ze
Z (k )),’ p marker51ze’,24);

Un ejemplo de implementacion del programa SystemIDTG.m se muestra a continua-
cion.

>> [Z,Ind]=SystemIDTG([0 1]1,2,201);
>> Ind



Ind = 2.0000

Una de las salidas graficas producidas por el programa SystemIDTG.m se ilustra en la

fig.

Dinamica observada Dinamica identificada

Figura 1.3: Salida gréfica del programa SystemIDTG.m.

Ejercicios Adicionales para el Lector

Ejercicio para el lector 1. Adaptar el c6digo SystemIDTG.m para desarrollar un programa
Octave para realizar identificaciéon de dindmica periédica en el espacio S},,, = {z € C :
max{[Re(z)], [fm(z)[} = 1}.

Ejercicio para el lector 2. Adaptar el c6digo SystemIDTG.m para desarrollar un programa
Octave para realizar identificacién de dindmica periédica en el espacio S; = {z € R? :
[z = 1}.

Ejercicio para el lector 3. Adaptar el c6digo SystemIDTG.m para desarrollar un programa
Octave para realizar identificacién de dindmica peridédica en el espacio SlGT’[R ={(z,y) €

R?: |z| + |y| = 1}.
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