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OBJETIVOS

1. Estudiar algunas propiedades fundamentales de los proyectores.
2. Estudiar algunas propiedades fundamentales de las pseudoinversas de Moore-Penrose.

1. PROYECTORES
Definicién 1.1. Una matriz P € C"*" se denomina un proyector si P> = P = P*.

Definicién 1.2. Dada una matriz X € C"*™, se denomina el rango de X como el niimero
entero determinado por el maximo ntimero de columnas linealmente independientes de
X, se denota por rk(X) el rango de X.

Definicién 1.3. Dada una matriz A € C"*™, se define el espacio imagen de A como el
conjunto {y = Az : z € C™} C C™.

Dada una matriz F' € C™*™ cuyas columnas son linealmente idependientes, y dado
x € C™. El vector F'z es un elemento del espacio generado por la columnas de F'. El vector
Fz es una proyeccion ortogonal de un vector y € C" si se cumple la siguiente restriccion.

Por (1.1) se tiene que F'z es la proyecciéon de un vector z € C" en el espacio imagen de
F siempre que se cumple la siguiente restriccion.

(1.2) x=(F*F) ' F*z
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Observacién 1.4. Es importante observar que, en efecto, F*F' € GL,, como consecuencia de
las propiedades de la descomposicion QR de F', dado que las columnas de F' son lineal-
mente independientes.

Ejercicio para el lector 1. Verificar la observacion[1.4]

Con base en la observacién[1.4} si se define la matriz
(1.3) Pp = F(F*F)"'F*
se pueden realizar las siguientes observaciones.

Observacion 1.5. Es posible observar que la matriz Pr definida por (L.3) cumple las siguien-
tes restricciones.

P% = PpPr
= F(F*F) 'F*F(F*F)"'F*
(1.4) = F(F*F)"'F* = Pp

(1.5) -

Ademés, por (1.4) y (1.5) es posible observar que la matriz I — Pr cumple las siguientes
restricciones.

(I — Pr)> = (I — Pp)(I — Pp)
=1— Pp— Pr+ P}

(1.6) =1-2Pp+Pr=1-Pr
(1.7) (I —Pp)*=1"—Py=1—-Pp
(1.8) (I — Pp)Pr=Pr — P2 =Pr—Pp=0
(1.9) Pr(I — Pp)=Pp — P2 =Pp—Pr=0

Observacién 1.6. Por la observacién si Pr es la matriz definida por la ecuacién (1.3)
para una matriz /' € C"™*" cuyas columnas son linealmente independientes, entonces Pr
y I — Pp son proyectores, y ademds Pr(I — Pp) = (I — Pp)Prp = 0.

Definicién 1.7. Dada una matriz A € C"*™ cuyas columnas son linealmente independien-
tes, se denotara por P4 el proyector definido por la expresion Py = A(A*A)~LA*.

Definicién 1.8. Dada una matriz A = [a;;] € C"*" se denomina traza de A el niimero
tr(A) definido por la siguiente expresion.

tr(A) = ann +ax+ -+ ann
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Ejercicio para el lector 2. Dado un proyector P € C"*". Demostrar que P cumple con las
siguientes condiciones.

= A(P) € {0,1}
» tr(P) =1rk(P)
m | -2P ¢ U(?’L)
= \(I—-2P)cC{-1,1}
2. PSEUDOINVERSAS DE MOORE-PENROSE
Dada una matriz arbitraria A tal que rk(A) = r > 0, si se considera una representacién
A=FR"

donde tanto F' como R tienen r columnas linealmente independientes. Es vélido definir
las matrices.

Fy=Pp=F(F*F)"'F*
Fj- = Pp = R(R*R)"'R*
Ahora es posible considerar la matriz definida por la siguiente expresion.
(2.1) AT = R(R*R)"Y(F*F)"'F*
Observacién 2.1. Por coémputo directo es posible verificar lo siguiente.
AAT = FR*R(R*R)" (F*F)"'F*
= F(F*F)"'F*=Pp =F,
También es posible verificar lo siguiente.
ATA=R(R*R)"YF*F)"'F*FR*
= R(R*R)"'R* = Pp = Fy-
Ademads, Ay AT cumplen las siguientes condiciones.
(2.2) AATA=A, ATAAT = AT

Definicion 2.2. Dada una matriz A tal que rk(A) = r > 0, se denomina pseudoniversa (de
Moore-Penrose) o inversa generalizada de A, la matriz A* definida por la expresion (2.1).

Observacién 2.3. La pseudo inversa A* de una matriz A tal que rk(A4) = r > 0 cumple las
restricciones (2.2).

2.1. Pseudoinversas y problemas de minimos cuadrados. Dada una matriz A € C"™*"
tal que rk(A) = r > 0, es posible demostrar que A es unica. Dado un vector y € C™,
formalmente A" resuelve el siguiente problema de minimos cuadrados.

@ = argmineca|ly — Az|f3

Donde tal como se establece en el planteamiento del problema, la solucién (minimizador)
x es el vector x € C" que permite obtener el minimo valor posible para la expresion ||y —
Az||3. Dado que el vector Az es la proyeccion ortogonal de y sobre el espacio imagen de A.
Por tanto la solucién requerida es

z = A"y,



y ademads se cumplen las siguientes condiciones.
Ax = AATy = Pry
A*Ax = A*AATy = A*Pry = RF*F(F*F) 'F*y = RF*y = (FR*)*y = A*y

Ejercicio para el lector 3. Dada una matriz A € C"*™ tal que rk(A4) =r > 0, y dado y € C".
Demostrar que existe un proyector ) € C"*" que cumple la siguiente restriccion.

IQyll3 = min [|Az — y|/3
zeCm

Es posible utilizar el comando pinv de Octave para calcular la pseudoinversa (de
Moore-Penrose) de una matriz.

Ejemplo 1. Es posible generar una matriz al azar en C™*7 de rango 3 utilizando la siguiente
secuencia de comandos.

>> A=ceil (randn(7,3));

>> A=A*ceil (randn(7,3))’

A =
0 0 1 -1 0 0 1
0 0 1 -1 0 0 1
1 1 2 0 o -1 -2
-1 2 2 1 1 -2 =2
-1 2 3 0 1 -2 -1
-3 3 4 0 2 -3 0
-3 3 1 3 2 -3 -3

Es posible calcular el rango rk(A) utilizando la siguiente secuencia de comandos.
>> rank (A)
ans = 3
Para calcular A" es posible utilizar el comando pinv como se muestra en la siguiente
secuencia de comandos.
>> Ap=pinv (A7) ;
Podemos verificar aproximadamente algunas de las propiedades fundamentales de A™
utilizando octave, la razén por la que en general la verificacion es aproximada se debe,
como se ha discutido anteriormente en el curso, a los efectos de la aritmética finita.

Para calcular el valor ||[AATA — Al|y, es posible escribir la siguiente secuencia de co-
mandos:
>> norm (AxApxA—A)
ans = 3.8665e-15

El proyector Pr determinado por la observacién puede calcularse aproximada-
mente con Octave utilizando la siguiente secuencia de comandos basada en la observa-
cion 2.1
>> Pf=AxAp;

Es posible verificar aproximadamente algunas de las propiedades fundamentales del
proyector Pr utilizando la siguiente secuencia de comandos.
>> norm(Pf’-Pf)
ans = 7.7442e-16



Esta secuencia de comandos aproxima el valor || P} — Pr||a.
>> norm(Pf"2-Pf)

ans = 6.5079%e-16

Esta secuencia de comandos aproxima el valor || P2 — Pp||2.
>> trace (Pf)

ans = 3
>> rank (Pf)
ans = 3

Estas secuencias de comandos calculan los valores tr(Pr) y rk(Pp), respectivamente. Es
posible observar que tal como lo predice la teoria en el ejercicio para el lector 2]

I‘k(PF) =3 = tr(PF).

Esta es una de las muchas formas de invariantes topolégicos que aparecen en algebra
lineal y optimizacién numérica.

Ejercicio para el lector 4. Dada una matriz A € C**™ tal que rk(A) = r > 0, y dado un vector
y € C". Desarrollar un programa Octave que calcula (aproximadamente) el proyector @) €
C™*™ que cumple la siguiente restriccion.
2 — s A o 2

1Qyll2 = min | Az —yl;3
Ejercicio para el lector 5. Desarrollar un programa Octave que genera un par de matrices de
prueba A € C"*™ y € C", que cumplen las condiciones requeridas por el ejercicio para el
lector @l
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