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OBJETIVOS

1. Estudiar algunas propiedades fundamentales de los métodos de subespacios de
Krylov.

1. SUBESPACIOS DE KRYLOV

Definición 1.1. Dado un polinomio p(z) = anz
n+an−1z

n−1+ · · ·+a1z+a0 con coeficientes
complejos, y dada una matriz A ∈ Cm×m, escribiremos p(A) para denotar la matriz

p(A) = anA
n + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+ a0I

la matriz p(A) se denomina un polinomio en A. Se denotará por Pn el conjunto de todos
los polinomios con coeficiones complejos de grado ≤ n.

Definición 1.2. Dado un vector v ∈ Cn y una matriz A ∈ Cn×n, se denomina subespacio
de Krylov (correspondiente a A, v) de grado m el subespacio Km ⊂ Cn determinado por la
siguiente expresión.

(1.1) Km(A, v) = gen{v,Av, . . . , Am−1v}
Se denota por K(A, b) la matriz en Cn×m determinada por la siguiente expresión.

(1.2) Km(A, v) =
[
v Av · · · Am−1v

]
Observación 1.3. Dado un vector v ∈ Cn y una matriz A ∈ Cn×n, es posible obvervar lo
siguiente.

Km(A, v) = {p(A)v : p ∈ Pm−1}
= {Km(A, v)a : a ∈ Cm}
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Ejercicio para el lector 1. Verificar la observación 1.3.

Sea Jn la matriz en Cn determinada por la siguiente expresión.

(1.3) Jn =


0 0 0 · · · 0
1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 1 0


Dado un vector v ∈ Cn, una matriz A ∈ Cn×n y dado m ≤ n, es posible obvervar lo

siguiente.

AKm(A, b) = Km(A, b)Jm + (Amv)ê∗m,m(1.4)

donde êj,m denota la j-ésima columna de la matriz identidad Im de m×m.

GMRES: Métodos de resíduo mínimo generalizado. Dado un sistemas de ecuaciones lineales

(1.5) Ax = b,

para A ∈ Cn×n y b ∈ Cn. Los métodos iterativos de (subespacios de) Krylov producen
sucesiones de la forma xk = x0 + qk, donde x0 es una sposición inicial de la solución
de (1.5), y donde cada qk es extraído del subespacio Kk(A, r0), para r0 = b − Ax0. Por la
observación 1.3, para cada qk existe q ∈ Pk−1 tal que qk = q(A)r0. Si se define el polinomio
p(z) = 1 − zq(z), entonces p ∈ Pk y es posible medir la convergencia de los métodos
utilizando el residuo

rk = b−Axk
= b−Ax0 +Ax0 −Axk
= r0 −A(xk − x0)
= r0 −Aqk
= r0 −Aq(A)r0
= (I −Aq(A))r0 = p(A)r0(1.6)

Los diversos métodos iterativos de Krylov difieren en la forma en que calculan los
polinomios residuales p correspondientes a cada residuo rk de la forma (1.6). El objetivo
de los métodos GMRES es resolver el problema:

(1.7) pk = argminp∈Pk,p(0)=1‖p(A)r0‖2

para cada iteración, encontrando a la vez, un balance entre la factibilidad y computabilidad
de las soluciones. Es decir para cada iteración se busca el polinomio pk ∈ Pk tal que pk(0) =
1 y ‖pk(A)r0‖2 ≤ ‖p(A)r0‖2 para cualquier p ∈ Pk tal que p(0) = 1. Además, para que
sea efectivo, un método iterativo GMRES debe alcanzar valores suficientemente pequeños
para ‖rk‖2, para k � n.

El núcleo del preceso iterativo GMRES es el proceso de Arnoldi, un mecanismo que
permite calcular construir una base ortonormal {u1, . . . , uk} para cada Kk(A, r0) siempre
que rk(Kk(A, b)) = k > 0, donde cada uk puede calcularse aplicando una variación del
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teorema de ortogonalización de Gram-Schmidt, utilizando las siguientes ecuaciones de
recurrencia.

u1 =
1

‖r0‖2
r0,

vk+1 = Auk −
k∑

j=1

((Auk) · uj)uj = Auk −
k∑

j=1

(u∗j (Auk))uj

uk =
1

‖uk‖2
uk(1.8)

Este preceso de ortonormalización puede volverse altamente costoso computaciona-
lemente a medida que se incrementa k.

Para estudiar el proceso de Arnoldi, es conveniente organizar el proceso de ortogo-
nalización en forma matricial. Sea Hk = [hjk] ∈ Ck×k la matriz de Hessenberg, cuyos
coeficientes cumplen las condiciones,

(1.9) hjk =

{
u∗j (Auk), j > k + 1

0, j ≤ k + 1

y sea H̃k la matriz en C(k+1)×k de la forma

(1.10) H̃k =

[
Hk

(u∗k+1(Auk))ê
∗
k,k

]
Si se definen las matrices Um =

[
u1 · · · um

]
∈ Cn×k. Por (1.9) y (1.10) se cumplirá

lo siguiente.

AUk = UkHk + (u∗k+1(Auk))uk+1ê
∗
k,k

= Uk+1H̃k(1.11)

Por ortonormalidad de los vectores u1, . . . , uk+1, premultiplicando (1.11) por U∗k se obtine-
ne la siguiente expresión.

(1.12) Hk = U∗kAUk

Observación 1.4. La matriz de Hessenberg Hk es la restricción/compresión de la matriz A
al subespacio de Krylov Kk(A, r0) de grado k.

La versión del algoritmo básico de Arnoldi propuesta por Saad en [2] se presenta a
continuación.

Algoritmo 1. Método de Arnoldi
Seleccionar u1 ∈ Cn tal que ‖u1‖2 = 1
para k = 1, . . . ,m hacer

Calcular hjk = u∗j (Auk), para j = 1, . . . , k

Calcular wk = Auk −
∑k

j=1 hjkuj
hk+1,k ← ‖wk‖2
si hk+1,k = 0 entonces Detener
uk+1 ← wk/hk+1,k

fin
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El algoritmo 1 permita calcular para un vector arbitrario v ∈ Cn y una matriz A ∈
Cn×n, las matrices Uk, Uk+1, Hk, H̃k que cumplen las condiciones (1.11).

Podemos aplicar el proceso de Arnoldi para calcular cada polinomio pk que resuelve
el problema de optimización (1.7). Sea {νk}kj=1 el conjunto de raíces del polinomio pk ∈ Pk
a ser determinado. Consideremos en particular le raíz l-ésima de pk, se cumplirá entonces
que pk puede representarse en la forma:

pk(z) =

(
1− z

νl

)
q(z)

para algún q ∈ Pk−1. Se cumple entonces que qk(A) ∈ Kk(A, v), de manera que existe
y ∈ Ck tal que q(A)r0 = Uky. La optimalidad de mínimos cuadrados de (1.7) implica que
rk debe ser ortogonal a cualquier vector en AKk(A, r0) = gen{Ar0, A2r0, . . . , A

kr0}, por
tanto:

0 = (AUk)
∗rk = U∗kA

∗
(
I − 1

νl
A

)
Uky.

Sustituyendo la identidad AUk = Uk+1H̃k en la expresión previa, se obtiene la siguiente
ecuación.

νlH̃kU
∗
kUky = H̃∗kU

∗
k+1Uk+1H̃ky,

por tanto, como consecuencia de (1.11), νl es solución del siguiente problema generalizado
de eigenvalores.

(1.13) H̃∗kH̃ky = νlH
∗
ky

Ejemplo 1. Es posible verificar aproximadamente las propiedades de los subespacios de
Krylov previamente estudiadas. Consideremos en particular una matriz A ∈ C100×100 y
un vector v ∈ C100 generados al azar utilizando la siguiente secuencia de comandos de
Octave.
>> n=100;
>> A=randn(n)+i*randn(n);
>> v=randn(n,1)+i*randn(n,1);

Es posible calcular las matrices Uk, Uk+1, Hk, H̃k correspondientes a Kk(A, v) y AKk(A, v),
y que cumplen las condiciones (1.11), utilizando el comando krylov de Octave. Para este
ejemplo consideraremos k = 10.
>> k=10;
>> tic,[Vk, hk, Nk] = krylov (A, v, k+1);toc
Elapsed time is 0.010746 seconds.
>> Hk0=hk(1:k,1:k);
>> Hk1=hk(:,1:k);
>> Uk=Vk(:,1:k);

Ahora es posible verificar que las condiciones (1.11) se cumplen aproximadamente (debido
a los efectos de la aritmética finita, y a los errores de redondeo y truncamiento).
>> norm(A*Uk-Vk*Hk1)
ans = 1.7738e-14

Es posible calcular aproximadamente el polinomio pk determinado por el problema (1.7),
aplicando el comando eig de Octave para resolver el problema (1.13), utilizando la si-
guiente secuencia de comandos de Octave.
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FIGURA 1.1. En esta gráfica se ilustra la verificación aproximada de la con-
dición (1.7) que debe ser cumplida por pk ∈ P1

k .

>> tic,l=1./eig(Hk1’*Hk1,Hk0’);toc
Elapsed time is 0.0277238 seconds.
>> tic,pk=fliplr(poly(l));toc
Elapsed time is 0.00821304 seconds.

Para verificar (aproximadamente) la identidad (1.7) es posible aplicar la siguiente secuen-
cia de comandos.

>> ptest=[pk(1:k)+1e-9*randn(10*n,k) ones(10*n,1)];

Para generar los coeficientes (en formato Octave) de 1000 elementos en P1
k = {p ∈ Pk :

p(0) = 1} cuyos coeficientes se obtienen perturbando los coeficientes (libres) de pk. Ahora
es posible visualizar de forma aproximada la identidad (1.7) utilizando la siguiente se-
cuencia de comandos.

>> tic,for j=1:(10*n),test(j)=norm(polyvalm(ptest(j,:),A)*v);end;toc
Elapsed time is 16.5601 seconds.
>> L=1:(10*n);
>> plot(L,norm(polyvalm(pk,A)*v)*ones(1,10*n),’r.-’,...
> ’markersize’,12,L,test,’b.’,’markersize’,12);
>> grid on
>> axis tight

La salida gráfica producida por la secuencia de comandos anterior se muestra en la figu-
ra 1.1.
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Ejercicio para el lector 2. Desarrollar un programa Octave llamado Arnoldi.m (puede utili-
zar el comando krylov o desarrollar su programa sin utilizar el comando krylov), que
para cualquier matriz A ∈ Cn×n, cualquier vector v ∈ Cn, y cualquier entero positivo
k ≤ n, calcule una base ortonormal de {u1, . . . , uk} de Kk(A, v), y la matriz de Hessenberg
Hk correspondiente.

Ejercicio para el lector 3. Dada una matriz A ∈ Cn×n, un vector v ∈ Cn, un entero positivo
k ≤ n, y el polinomio pk determinado por (1.7) para el subespacioKk(A, b). Demostrar que
existe un proyector Q ∈ Cn×n que cumple la siguiente restricción.

‖Qv‖2 = ‖pk(A)v‖2
Ejercicio para el lector 4. Desarrollar un programa Octave llamado MinPoly.m que para
una matriz A ∈ Cn×n y un vector v ∈ Cn, permita calcular el polinomio pk determinado
por (1.7) para el subespacio Kk(A, b), resolviendo directamente el problema de mínimos
cuadrados (1.7) en lugar del problema generalizado de eigenvalores (1.13). Este nuevo
programa puede también utilizar el comando krylov, en caso de ser necesario.

Ejercicio para el lector 5. Desarrollar un programa Octave llamado TestMinPoly.m que
para dos enteros positivos k, n tales que k ≤ n (que pueden ingresarse como argumentos
de la función TestMinPoly.m por el usuario) genere una matriz A ∈ Cn×n, un vector v ∈
Cn, y calcule el polinomio pk determinado por (1.7) para el subespacio Kk(A, v), aplicando
el programa MinPoly.m, produciendo una salida gráfica similar a la de la figura 1.1 que
permite verificar aproximadamente que el polinomio solución pk cumple (1.7).
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