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OBJETIVOS

1. Estudiar algunas propiedades elementales de los sistemas de ecuaciones lineales.
2. Estudiar algunas propiedades elementales de las normas vectoriales y matriciales.

1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1.1. Operaciones Elementales. Dado un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes
reales de la forma:

Ei: anx + -+ aprn, = by
(1.1) Ey: agixy + - + agpxy, = by
Em: amizi + -+ amnTn = by

Donde cada E; representa la j-ésima ecuacién del sistema (1.1). Consideremos las tres
operaciones elementales basicas de la forma:

1. Ej «— aFEj;, a € R\{0} (o € R\ {0} significa que a es un ntimero real distinto de 0)
2. By, +— E. + an, (eAS R\{O}
3. By «— Ej



Considerando ahora la representacién matricial de (1.1) de la forma:
(1.2) Ax =1
donde A € R™*" (A es una matriz de m x n) y b € R™*1.

air ccc Qip by
(1.3) A=|: ... = |,b=

Aml - QGmn b
La matriz aumentada de (1.2) puede escribirse en la forma:
(1.4) [A | b

Tenemos que a cada operacion elemental de ecuaciones en (I.I), corresponde una ope-
racién elemental de renglones en (1.4), que en el resto del curso representaremos con la
misma notacion.

Notacién. En el resto del curso nos referiremos a las operaciones elementales (de ecuacio-
nes de o renglones de (1.4)) como operaciones elementales de tipo 1,2 o 3, segutin la
numeracién que hemos considerado en esta seccién.

Observaciéon. Notemos que cada operacién elemental puede revertirse con una operaciéon
elemental del mismo tipo.

Ejemplo: La operacién E; «+— akj, para o € R\{0} produce una nueva ecuacién E; dela

forma:
/
Ej D aajr + o+ T, = ab;

De modo que la operacién £’ «— éEg produce una ecuacién £ de la forma:

1 1 1
EY L 0a1TL et 0T = aabj

P airy + o+ iy = bj
y tenemos entonces que £’ y E; describen la misma ecuacion. Dado que E; es una expre-
sién arbitraria y suficientemente general, toda operacion elemental del primer tipo puede

anularse o revertirse con una operacion elemental del primer tipo.
Ejemplo: Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

Eq: anz + a1ow2 + a13r3 = by
(1.5) Es 1 ag1w1 + agxs + azzxzs = by
Es3: az1x1 + agax2 + azzxsz = b3

con matriz aumentada correspondiente:

ain a2 aiz | by
(1.6) Ay = | a1 a a3 | by

az1 agz asz | b3
La operacion elemental de renglones Ry «— aRg, a € R\{0} de A, puede realizarse mul-
tiplicando la matriz:

(1.7) Ey(a) =

O O =
o Q0 O
_= o O



por la izquierda de Ay, en efecto:
a1 a2 aiz | b
E2 (a)Ab = aao21 a2 Gaass Oébz
a1 asz2 asz | b3

La operacién elemental de renglones R3 «— R3 + aR;, a € R\{0} de A, puede realizarse
multiplicando la matriz:

1 00
(1.8) E31 (Oé) = 010
a 0 1
por la izquierda de Ay, en efecto:
ai a2 a3 by
Ez1(a)Ap = a1 a2 az3 ba

as] +aair  asze + aais  asz + aaig | by + aby

La operacion elemental de renglones R; «— Ry de A, puede realizarse multiplicando la
matriz:

(1.9) Eig =

O = O
OO =
= o O

por la izquierda de Ay, en efecto:

a1 az a3 | be
EpAy=| a1 a2 a3 | b
az1 agz asz | b3

Ejercicio para el lector: Verificar que en efecto, cada operacién elemental puede revertirse
con una opracién elemental del mismo timpo.

Ejercicio para el lector: Considerando la matriz aumentada (1.4), verificar que existe una
matriz Ej,(a) que multiplicada por la izquierda de (1.4), realiza la operacion elemental
por renglones, correspondiente a una operacién elemental de tipo 2.

2. NORMAS VECTORIALES Y MATRICIALES

2.0.1. Normas vectoriales. Definicién. Una norma vectorial en R" es una funcién || - || :
R™ — R con las siguientes propiedades:

1. ||z|]| >0,z € R”

2. ||z|| =0,ssiz =0
Neazx|| = lal||z]|, « € R,z € R”
N+ yll < lzll + llyll, 2,y € R
Notacién. En este curso identificaremos R"™ con R"*! es decir, consideraremos los vecto-
res en R”, como matrices columna de n x 1. En general, un vector arbitrario € R" se
representara como:

B

I
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Una familia de normas vectoriales que estudiaremos con frecuencia en este curso son las
normas de la forma.

1/p

n
2.1) Izl = | > |zl | Lz eR”
j=1

Un tipo especial de norma vectorial también importante es la norma definida por la expre-
sion.

22 Z||oo = max |z;[,x € R"

22 e = mx o],

Propiedad. Desigualdad Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz para sumas) Dados z,y € R™:
n
oyl = leTyl = > ziyi| < llzl2llyll2
j=1

donde " denota la transpuesta de x, y donde z - y denota el producto punto o producto
escalar entre x e y.

Definicién La distancia d, inducida por la norma || - |, estd definida por la expresion
di(2,y) = lz — yll+, v,y € R,

Definiciéon Una sucesién {z,},>1 C R” se dice que converge a x € R" con respecto a
distancia d., si lim, o ds(zp, ) = 0.

Propiedad. Para z € R",

[2lloe < llll2 < Vrllz]o

Observacion. Dado x € R™:
2

n n n n
213 = >l < DD lagllael = | Dzl | = llallf
j=1 j=1

j=1 k=1

= [}z < [l
Ejercicio para el lector. Verificar que da(z,y) < di(z,y) paraz,y € R™.

2.1. Normas matriciales. Definicién Una norma matricial en R"*" (el conjunto de ma-
trices reales de n x n), es una funcién || - || : R™*"” — R con las siguientes propiedades:

1. ||Al| >0, A e R™™

2. ||A]| = 0,ssi A =0 (A esigual ala matriz 0)

3. led| = |af||All, « € R, A € R™*™

4. || A+ BI| < Al + |B], A, B € Rvxn

5. || AB| < |A|[|B], A, B € R

La distancia d inducida en R"*" por la norma || - || se define como d(A,B) = ||[A — B||,
A, B € R,
Propiedad. Si || - || es una norma vectorial en R", entonces
(2.3) [A]l = max || Az||
[lz]|=1

es una norma matricial.
Notacién. Las normas matriciales de la forma (2.3)) reciben el nombre de normas inducidas
por la norma vectorial || - ||.
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Observacion. Para cualquier y € R™\{0} (y # 0), tenemos que ||(1/||y])y] = llyll/lly|]| = 1
— para cualquier A € R™*™:

1
|Ay| = H <y>H< max |Az|| = || A]
HyH lyll Ilzll=

1Ayl < [lA] Iyl
Propiedad. Para cada A = [a;;] € R"*",

=

IAlloc = méx |[Azlloo = mix Zm\

llzlloo= lsjsn

Ejercicio para el lector. Dada una matriz A = [a;;] € R”X”, sea
n n
=22 lagl,
j=1 k=1
(a) Probar o refutar que ||Az|2 < r(A)||z|2, x € R™.
(b) Probar o refutar que ||Alj2 < r(A).
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