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OBJETIVOS

1. Estudiar los prinicipios fundamentales de optimización sin restricciones.
2. Aplicar principios de optimización al estudio de métodos de gradiente conjugado

para la solución iterativa de sistemas de ecuaciones.

1. OPTIMIZACIÓN SIN RESTRICCIONES

Definición 1.1. Dado y ∈ Rn y dado (un número real) r > 0, se denota por Br(y) la bola
(abierta) de radio r > 0 centrada en y definida por la expresión:

Br(y) = {x ∈ Rn : ‖x− y‖2 < r}

Cuando se busca minimizar una función objetivo, es posible estar interesado en en-
contrar un mínimo o bien local, o bien global.

Definición 1.2. Un punto x∗ ∈ Rn se denomina un minimizador global para f ∈ C2(Rn,R)
si:

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ Rn,

mientras que x∗ es un minimizador local para f si existe un radio 0 < r <∞ tal que:

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ Br(x
∗) ⊂ Rn.
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Dada f ∈ C2(Rn,R), denotamos por ∇f(x) el gradiente de f definido por la expre-
sión:

∇f(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)


Dada una función F ∈ C2(Rn,Rn) escribimos JF (x) para denotar el Jacobiano de F defi-
nido por la expresión:

JF (x) =

(∇F1(x))>

...
(∇Fn(x))>

 ∈ C(Rn,Rn×n)

La matriz Hessiana Hf(x) puede definirse en términos de los operadores anteriores, utili-
zando la siguiente secuencia de operaciones:

Hf(x) = J∇f(x)

Observación 1.3. Cuando f ∈ C2(Rn,R), Hf(x) es una matriz simétrica para cada x ∈ Rn.

Definición 1.4. Un punto x∗ ∈ Rn se denomina estacionario o crítico para f ∈ C2(Rn,R)
si∇f(x∗) = 0, o un punto regular si∇f(x∗) 6= 0.

Definición 1.5. La función f : Rn → R se denomina convexa si ∀x, y ∈ Rn y ∀α ∈ [0, 1],

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y);

y se denomina Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.

Propiedad 1.6. (Condiciones de optimalidad.) Sea x∗ ∈ Rn. Si x∗ es un minimizador para una
función f : Rn → R) (bien local o global) y si existe r > 0 tal que f ∈ C1(Br(x

∗)), enton-
ces ∇f(x) = 0. Además, si f ∈ C2(Br(x

∗)), Hf(x∗) es SPSD. Viceversa, sea r > 0 tal que
f ∈ C2(Br(x

∗)). Si ∇f(x∗) = 0 y Hf(x) es SPSD para cada x ∈ Br(x
∗), entonces x∗ es un

minimizador local para f . Finalemente, si f ∈ C1(Rn,R), convexa en Rn y∇f(x∗) = 0, entonces
x∗ es un minimizador global para f .

2. APLICACIÓN: PRINICIPIOS DE MÉTODOS DE GRADIENTE CONJUGADO

Consideremos una matriz A ∈ Rn×n arbitraria y un vector arbitrario b ∈ Rn, y consi-
deremos el funcional cuadrático:

φA,b(x) =
1

2
x>Ax− x>b

Propiedad 2.1. Si A ∈ Rn×n es SPD, resolver el sistema Ax = b equivale a resolver el siguiente
problema de programación cuadrática.

(2.1) mı́n
x∈Rn

φA,b(x)

La solución de los problemas cuadráticos de la forma (2.1) correspondientes a un siste-
ma Ax = b con matriz de coeficientes A SPD, pueden resolverse implementando métodos
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de gradiente conjugado que producen una secuencia {xk}k≥0 ⊂ Rn tal que xk → x = A−1b
y donde cada elemento xk de la sucesión está dado por la expresión:

xk = xk−1 + αk−1pk−1, k ≥ 1

donde αk ∈ R y pk ∈ Rn se calculan de acuerdo a criterios de optimzación que serán
estudiados en detalle más adelante, y x0 ∈ Rn es un elemento que se utiliza para inicializar
el esquema iterativo.

Ejercicio para el lector 1. Demostrar que:

−∇φA,b(x) = b−Ax

Ejercicio para el lector 2. Demostrar en detalle la Propiedad 2.1.

Observación 2.2. En un punto específico xc, φA,b(xc) decrece más rápidamente en la direc-
ción del gradiente:

−∇φA,b(xc) = b−Axc
Sea rc el resíduo rc = b − Axc de xc. Si rc 6= 0, entonces existe α > 0 tal que φA,b(xc +

αrc) < φA,b(xc). En el método del descenso más empinado (con línea de búsqueda exacta)
definimos:

α =
r>c rc
r>c Arc

con el fin de minimizar la expresión:

φA,b(xc + αrc) = φA,b(xc)− αr>c rc +
1

2
α2r>c Arc

Ejercicio para el lector 3. Verificar que α = r>c rc
r>c Arc

minimiza la fórmula φA,b(xc+αrc) definida
por la expresión:

φA,b(xc + αrc) = φA,b(xc)− αr>c rc +
1

2
α2r>c Arc

Las considereciones anteriores permiten derivar el siguiente algoritmo prototípico pa-
ra el método del descenso más empinado:

x0: vector de inicialización
r0 ← b−Ax0
k ← 0
mientras rk 6= 0

k ← k + 1
αk ← (r>k rk)/(r>k Ark)
xk ← xk−1 + αkrk−1
rk ← b−Axk

fin

Ejercicio para el lector 4. Investigar sobre métodos computacionales de implementación de
gradientes conjugados que permitan mejorar las características de convergencia de algo-
ritmos de descenso más empinado como el anterior.

Ejercicio para el lector 5. Escribir un programa Octave que implemente tanto el algoritmo
de descenso más empinado.

Ejercicio para el lector 6. Escribir un programa Octave que implemente tanto el algoritmo
de gradiente conjugado resultante de su investigación.
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