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OBJETIVOS

1. Estudiar los prinicipios fundamentales de optimizacién sin restricciones.
2. Aplicar principios de optimizacion al estudio de métodos de gradiente conjugado
para la solucion iterativa de sistemas de ecuaciones.

1. OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

Definicién 1.1. Dado y € R" y dado (un ntimero real) » > 0, se denota por B, (y) la bola
(abierta) de radio r > 0 centrada en y definida por la expresion:

Br(y) ={z eR": |z —ylla <r}

Cuando se busca minimizar una funcién objetivo, es posible estar interesado en en-
contrar un minimo o bien local, o bien global.

Definicién 1.2. Un punto z* € R" se denomina un minimizador global para f € C?(R",R)
si:

f(z*) < f(x) VzeR",
mientras que z* es un minimizador local para f si existe un radio 0 < r < oo tal que:

f(z*) < f(x) Yz € By(z*) C R"™.
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Dada f € C?(R",R), denotamos por V f(x) el gradiente de f definido por la expre-
sion:

)
anl(x)

Vf(z) = :
e)
%(z)
Dada una funcién F' € C?(R", R") escribimos JF(z) para denotar el Jacobiano de F defi-
nido por la expresion:
(VF(2))
JF(z) = : € C(R",R™")
(VEu(x))"
La matriz Hessiana H f(x) puede definirse en términos de los operadores anteriores, utili-
zando la siguiente secuencia de operaciones:

Hf(z) = IV f(x)
Observacion 1.3. Cuando f € C%(R™, R), Hf(x) es una matriz simétrica para cada = € R".

Definicién 1.4. Un punto z* € R" se denomina estacionario o critico para f € C*(R™, R)
si Vf(2*) = 0, o un punto regular si V f(z*) # 0.

Definicién 1.5. La funcién f : R” — R se denomina convexa si Vz,y € R" y Va € [0,1],

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y);

y se denomina Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

[f(z) = f(y)] < Lllz —yll2, Va,y € R™.

Propiedad 1.6. (Condiciones de optimalidad.) Sea x* € R™. Si x* es un minimizador para una
funcién f : R® — R) (bien local o global) vy si existe v > 0 tal que f € CY(B,(z*)), enton-
ces Vf(x) = 0. Ademds, si f € C?(B,(z*)), Hf(x*) es SPSD. Viceversa, sea r > 0 tal que
f € C*(By(z%)). Si Vf(z*) = 0y Hf(x) es SPSD para cada x € B,(z*), entonces x* es un
minimizador local para f. Finalemente, si f € C*(R",R), convexa en R™ y V f(z*) = 0, entonces
x* es un minimizador global para f.

2. APLICACION: PRINICIPIOS DE METODOS DE GRADIENTE CONJUGADO

Consideremos una matriz A € R"*" arbitraria y un vector arbitrario b € R", y consi-

deremos el funcional cuadratico:
1

dap(x) = imTAx —z'b

Propiedad 2.1. Si A € R™"*" es SPD, resolver el sistema Ax = b equivale a resolver el siguiente
problema de programacion cuadrdtica.

(2.1) min ¢ 4(x)

La solucién de los problemas cuadraticos de la forma (2.1)) correspondientes a un siste-
ma Ax = b con matriz de coeficientes A SPD, pueden resolverse implementando métodos
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de gradiente conjugado que producen una secuencia {zy };>0 C R" tal que z, — = = A~
y donde cada elemento xj, de la sucesién estd dado por la expresion:

Tp = Tp—1 + p—1Pp—1, b > 1

donde o, € Ry pr € R” se calculan de acuerdo a criterios de optimzacién que seran
estudiados en detalle mas adelante, y xp € R" es un elemento que se utiliza para inicializar
el esquema iterativo.

Ejercicio para el lector 1. Demostrar que:
—Voap(z)=b— Ax
Ejercicio para el lector 2. Demostrar en detalle la Propiedad

Observacion 2.2. En un punto especifico z., ¢4 »(x.) decrece mas rapidamente en la direc-
cién del gradiente:
~Voap(re) =b— Az,

Sea r. el residuo r. = b — Az, de x.. Si r. # 0, entonces existe a > 0 tal que ¢4 (z. +
are) < ¢ap(xc). En el método del descenso méds empinado (con linea de biisqueda exacta)
definimos:

ordre
“= rl Ar,

con el fin de minimizar la expresion:

1
dap(xe+are) = pap(ae) — arcTrc + §a2r2—Arc

T
r.Te

r) Are

Ejercicio para el lector 3. Verificar que o = minimiza la férmula ¢ 4 (2. +ar.) definida

por la expresién:
1
dap(xe+are) = pap(ae) — arcTrc + iazr:Arc

Las considereciones anteriores permiten derivar el siguiente algoritmo prototipico pa-
ra el método del descenso méds empinado:
xo: vector de inicializacién
ro < b— AQL’O
k<« 0
mientras r; # 0
k«k+1
ar < (rgre)/ (g Ary)
T €= Tgp—1 + QfTg—1
ri < b — Axy,
fin
Ejercicio para el lector 4. Investigar sobre métodos computacionales de implementacién de
gradientes conjugados que permitan mejorar las caracteristicas de convergencia de algo-
ritmos de descenso mas empinado como el anterior.

Ejercicio para el lector 5. Escribir un programa Octave que implemente tanto el algoritmo
de descenso mas empinado.

Ejercicio para el lector 6. Escribir un programa Octave que implemente tanto el algoritmo
de gradiente conjugado resultante de su investigacion.
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