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OBJETIVOS

1. Estudiar los prinicipios fundamentales de optimizacion por métodos de Newton.
2. Estudiar los prinicipios fundamentales de optimizacién por métodos de descenso o
btisqueda Lineal.

1. METODOS DE NEWTON

Considerando una funcién f € C?(R™, R) cuyas primeras y segundas derivadas para-
ciales podemos calcular. Si se considera ahora el problema determinado por el siguientes
sistema de ecuaciones no lineales.

(1.1) Vi(z)=0

Es posible aplicar una expansion truncada de Taylor en varias variables para calcular una
aproximacioén de primer orden de V f(x) determinada por la siguiente expresion.

(1.2) Vf(xz+h)=Vfx)+ IVFx)h
Aplicando es posible aproximar el vector i en a través de la siguiente expresion.

(1.3) h~ —(Hf(z)) "'V f(z)
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Donde se ha aplicado la siguiente identidad considerada en lecturas previas.
(1.4) Hf(z) = IV f(x)

Definicién 1.1. La expresion (1.3) permite derivar lo que se denomina en este curso un
método de Newton

Un método de Newton puede aplicarse para resolver el problema determinado por
el computo de un punto estacionario o critico de f, el cual como se estudio en lecturas
previas, puede estar relacionado con problemas de la forma.

(1.5) T = argmin,¢ s f(y)

donde § C R". La notacién utilizada en permite hacer énfasis en que el problema que
se busca resolver es el correspondiente al cdlculo de un minimizador de global o local de
la funcién objetivo f.

La ideas previamente consideradas para los métodos de Newton pueden aplicarse
para derivar un algoritmo prototipico como el que se muestra a continuacién.

Algoritmo 1. Método de Newton

entradas o, NV, e

salidas k, ;.

parak =0,..., N hacer
resolver Hf (zy)hy = —V f(xy)
Tyl & T+ hy

si ||zk+1 — 2k||2 < € interrumpir
fin

2. METODOS DE DESCENSO O BUSQUEDA LINEAL

Suposicién 2.1. Por simplicidad, en esta seccién se considerard que f € C?(R™ R) estd
acotada inferiormente.

Un método de descenso o biisqueda lineal es un método iterativo que produce una
sucesion {xy }>o donde cada 44 depende de:

| ] J}k
» un vector dj que depende de V f(xy)
= un pardmetro adecuado a;, € R.

Dado zp € R" la forma genérica del método puede abreviarse en el siguiente algorit-
mo prototipico.

Algoritmo 2. Método Genérico de Biisqueda Lineal

entradas xy, IV, e

salidas k, =,

parak =0,..., N hacer
encontrar direccion d; € R”
calcular o, € R

Tyl ¢ Tp + agdy

si ||zg+1 — xk||2 < € interrumpir
fin
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Observacion 2.2. Es importante establecer que el vector dj, debe ser una direccién de descenso,
en el sentido de que se cumplen las siguientes condiciones:

dp V() <0, si Vf(xp) #0,

(2.1) d, =0, si Vf(xx) =0.

2.1. Direcciones de descenso de uso mads frecuente.

2.1.1. Direcciones de Newton.

(2.2) dy = —(Hf (23)) "'V f ()
2.1.2.  Direcciones de Casi-Newton.

(2.3) dy = —H, 'V f(x)
donde Hj, ~ Hf (xg).

2.1.3. Direcciones Gradiente.

(2.4) dy = —V [ (=)
donde Hj, ~ Hf (xg).

2.1.4. Direcciones Gradiente Conjugadas.

do = =V f(z)
(2.5) div1 = =V f(xgy1) — Brdr, k > 0.
donde consideraremos que 8 = — ||V f(zx) 13/IV f (zr—1) |3

2.2. Estrategias de seleccién de lalongitud de paso ay,. Dada una direcciéon de biisqueda
d, en términos de 6ptimos oy, deberia cumplir de forma ideal la siguiente condicién.

(2.6) ay = argmin, g f(zx + ady)

Calculando una expansién truncada de Taylor de segundo orden alrededor de x, se obtie-
ne la siguiente expresion.

(2.7) Fo + andy) ~ f(xg) + ad) V f(zx) + O;Qd;—Hf(xk)dk

Aplicando en el caso particular de una funcién cuadratica de la forma

(2.8) f(z) = %xTAa? —2'b+ec

con A € R"*"SPD, b € R",y ¢ € R, La expansién (2.7) es exacta. En este caso H f () = A4,
Vf(z) = Az, —b = —ry, paracada k > 0. Ademas, en el caso particular de f determinada

por (2.8), es posible calcular el valor 6ptimo de alpha aplicando las técnicas aplicadas en
la solucién de ejercicios de las lecturas previas, obteniendo la siguiente expresion.

(2.9) O =
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Condiciones de Wolfe. En general un criterio apropiada para el cémputo de o, > 0 esta ba-
sado en lo que se conoce como las condiciones de Wolfe, determinadas por las siguientes
expresiones.

f @y + ardy) < f(wr) + oardy V f (wr)
(2.10) AV f(xp + apdy) > 6d] V f(xp)
donde o, 6 son constantes predeterminadas para el problema, que cumplen 0 < 0 < 6 < 1.

2.3. Método de Descenso con direcciones de casi Newton. Las aproximaciones Hj, ~
Hf (z) deben ser calculadas de manera que cumplan las siguientes restricciones.
= Hyp1 (231 — k) = VI (2p41) = Vi)
s Hjp es SPD
= Hj, cumple ademas la siguiente condicién.
- |[(He — Hf (k) )de |2

lim
k—o0 ||l

=0

Es posible calcular las matrices H}, utilizando la estrategia de Broyden, Fletcher, Gold-
farb y Shanno (BFGS) basada en la siguiente relacion de recurrencia.

T T
H]cSkSk Hk

1
(2.11) His1 = Hy + ——yryp —
Y Sk
donde sj, = zpr1 — 2k Y Yr = Vf(@rr1) — V().
Un algoritmo prototipico de buisqueda lineal con direcciones de casi Newton puede
ahora ser derivado.

Sngsk

Algoritmo 3. Método de Bisqueda Lineal con Direcciones de Casi Newton
entradas z, Hy ~ Hf(zg), N, ¢
salidas &, z,
parak =0,..., N hacer
resolver Hyd, = —V f(zy)
calcular oy, € R que cumple
Tyl < Tg + apdg
Sk < Tgp41 — Tk
Yk < Vf(@ps1) — Vf(zg)
calcular H}, aplicando (2.11)
si ||sg||2 < € interrumpir
fin

3. MINI PROYECTO DE APLICACION: AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS

Considerando el problema determinado por el ajuste de una coleccién de datos D =
{(z5, yj)}j«vzl C R? a través de una curva determinada por una expresiéon y = f(z) donde
f(x) = ag + a1 + asx® + - - - apz™.

Considerando ademas la matriz X € RV*("*+1) definida por la expresion.

n n—1 2

Ty I L x% 1 1
n n—

Ty Xy o5 w1

(3.1) X =

n n—1 2
T Ty eoxy N 1



Para este proyecto se hace la siguiente suposicion.

Suposicion 3.1. Se supone que N > n + 1, y que las columnas de la matriz X € RN *(n+1)
definida por (3.1) son linealmente independientes.

Notacién 3.2. Sean a € R"*! y y € R" los vectores definidos por las expresiones.

[ Qnp, 1 I Y 1
Ap—1 Y2
(3.2) a=| 1t |, y=| 1 |,
al YN-1
| @0 | L YN |

Ejercicio para el lector 1. Demostrar que el problema:
1
(3.3) a = argmingcpn+1 B |1 X6 —y3

es equivalente a un programa cuadratico de la forma (1.5), para f determinado por una
expresion de la forma (2.8).

Ejercicio para el lector 2. Desarrollar un programa Octave que resuelva el problema (3.3
aplicando un método de biasqueda lineal con direcciones de Newton o casi Newton.

Ejercicio para el lector 3. Dado un nimero entero n > 0 (determinado por el usuario). Desa-
rrollar un programa Octave que genere conjuntos de datos D = {(z;, yj)}j»vzl C R? tales
que la suposicion3.1]se cumple. Aplicar el programa desarrollado como parte del ejercicio
para el lector 2] para calcular el polinomio que mejor ajusta los datos en D en el sentido de
los minimos cuadrados.
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