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Objetivo de la Semana 7

» Introducir las ecuaciones de Laplace y Poisson.
» Estudiar los principios maximos y la unicidad de soluciones.

» Analizar la estructura y propiedades de las ecuaciones
elipticas.



Definicion de Ecuaciones Elipticas

Una ecuacién diferencial parcial de segundo orden en dos variables
se dice eliptica si puede escribirse en la forma:

auy + 2buyy, + cuy, + duy + eu, + fu = g(x,y),
donde la condicién de elipticidad es que el discriminante satisface:
b?> — ac < 0.
Ejemplo cldsico: la ecuacién de Laplace,

Au = uy + uy, = 0.



Ecuacién de Poisson

La ecuacién de Poisson es una generalizacidon de la ecuaciéon de
Laplace:
Au=f(x,y),

donde f(x, y) representa una fuente o carga en el dominio.
Ejemplo: En electrostatica, la ecuacién de Poisson describe el
potencial eléctrico u(x, y) debido a una distribucién de carga
ho(x, y):

Au = —B.
€



Principio del Maximo

El principio del maximo establece que si u(x,y) satisface la
ecuaciéon de Laplace en una regién acotada 2, entonces:

» u(x,y) alcanza su maximo y minimo en la frontera de Q.

» No hay maximos o minimos locales en el interior a menos que
u sea constante.

Consecuencia: La solucién de un problema de Dirichlet es dnica.



Ejemplo: Aplicacién del Principio del Maximo

Sea u(x,y) la solucién del problema de Dirichlet:

Au=0, enQQ,
u=g(x,y), en 0.

Entonces, por el principio del maximo,

i < < .
ming < u(x,y) < maxg



Unicidad de Soluciones para la Ecuacién de Laplace

Si u1 y up son soluciones de:

Au=0, enQQ,
u=g(x,y), endQ,
entonces su diferencia v = u; — u» satisface:
Av =0, enQQ,
v=0, en Q.

Por el principio del maximo, v = 0 en todo €2, lo que implica que
up = up y por lo tanto la solucién es dnica.



Actividad de Conceptualizacién de la Semana

Usar el principio del maximo para demostrar la unicidad de
soluciones en un problema de Poisson.



Actividad Didactica de Aplicacién de la Semana

Considerando la EDP:
Uxx + Uyy = f(Xa)/)7
u(x,0) = u(x, Lx) =0,

u(0,y) = Ut(L y)=0.
y considerando ademas el operador de sumas parciales de Fourier:

Ny Ny

fNX,Ny Z Z Cim,n(h) sen <7TX> sen ('”T}/)
m=1 n=1 LX Ly
donde
L, LX
Cm,n(h) := L L h(x,y) sen <mLTiX> sen <nLy )dxdy

paracadal<n<N,, 1 <m<N,.



Actividad Didactica de Aplicacién de la Semana (Cont.)

1. Demostrar o refutar que si f € R(Fp, n,), entonces:
U(Xay) = FNX,Ny(u)(Xay)

N Ny mmx nm
= Z Z Am.n(u) sen sen [ Y
' L, L,
m=1 n=1
donde
1212
Amn(u) == XY

— Crn(f
w2 2n% + 7r2L)2,m2 mon(f)
paracadal1<n<N,, 1 <m<N,.

2. En caso de ser posible, desarrollar una metodologia de
solucién de este tipo de problemas.
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