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1 Definicion de Cadenas de Markov

e Una cadena de Markov es un proceso estocastico en tiempo discreto
con un espacio de estados discreto, donde la probabilidad de transitar
entre estados depende tinicamente del estado actual.

e La propiedad de Markov establece que:

P(Xo = 2| Xe = 2, Xy = 2401, ) = P( Xy = 20| Xy = 1),
e Homogeneidad: Si la probabilidad de transicion no depende del

tiempo:
P(Xt+1 = .7|Xt = 2) = Dij-

2 Matrices de Probabilidades de Transicion

e Una cadena de Markov homogénea esta caracterizada por su matriz de
transiciéon P, donde:

P11 P12 "+ DPin

P21 P22 -+ Pon
p=|

Pni Pn2 ' DPnn

con p;; >0y szij = 1 para cada i.
e La probabilidad de transicién en n pasos se calcula como P".

e La matriz P es estocdstica (por filas): cada fila suma 1.



Notacion.

Cuando no se especifica si una matriz A es estocastica por renglones o colum-
nas, se asumira que es estocastica por renglones o columnas, dependiendo del
contexto. Cuando una matriz es estocastica por renglones y por columnas,
se escribirda que es doblemente estocastica.

3 Propiedades Importantes

e Clases de Comunicaciéon: Un estado j es accesible desde i si existe
unnthalquePg>O.
Para dos estados i y j en el espacio de estados S, diremos que el estado
J es accesible desde el estado ¢ y escribiremos

i—j si IneZ' talque p;;(n) > 0.

Sii— jyj— 1, entonces diremos que el estado ¢ se comunica con el
estado j y escribiremos
14> 7]

La propiedad “<” induce una relacion de equivalencia. Esta relacion
produce una particion del espacio de estados. A estas clases de equiv-
alencia las llamaremos clases de comunicacion.

Dado un estado 7 € S, denotaremos a su clase de comunicacién como
C(i), por lo que
i<>j <= C(i) =C(j).

Si C(i) = S, entonces se dice que la cadena es irreducible.
e Irreducibilidad: Todos los estados se comunican entre si.

e Periodicidad: El periodo de un estado ¢ € S se define como:
d(i) = med{n >1:p;(n) > 0}
donde mcd denota el mdzimo comin divisor.

— Sid(i) = 1, diremos que i es un estado aperiodico.

— Sid(i) =k > 2, diremos que i tiene periodo k.



Una cadena de Markov se dice aperiddica si todos sus estados son
aperiddicos, es decir, si

diiy=1 Vies.

Tiempo de Primera Visita: Si C C 5, definimos el tiempo de
primera visita a C como la variable aleatoria

o min{n >0| X, €C} si{n>0]X,ecC}#0,
‘71 si{n>0]X, eC}=0.

Esto es, 7¢ denota la primera vez que la cadena entra al conjunto de
estados C.

Probabilidad de Primera Visita:
Se define

como la probabilidad de que una cadena que inicia en el estado i llegue
al estado j por primera vez en n pasos, donde f;;(0) = 0.

En particular, cuando 7 = j, fi;(n) denota la probabilidad de regresar
por primera vez al estado ¢ en n pasos.

Y se definen .
Jij = Z fij(n)
n=1

como la probabilidad de una eventual visita a partir del estado 7 al
estado j, v

como la probabilidad de partir del estado ¢ y regresar a él mismo en un
tiempo finito.

Recurrencia:

En una cadena de Markov con espacio de estados S, diremos que:

— 7 es un estado recurrente si f; = 1.

— 1 es transitorio si fi; < 1.

O utilizando las probabilidades de transicién en n pasos:



— 1 es recurrente si
oo
g pii(n) = 0.
n=1

— % es transitorio si
oo
g pii(n) < oo.
n=1

La recurrencia es una propiedad de clase, pues:

— Si 7 es recurrente e 7 <> j, entonces j es recurrente.

— Si ¢ es transitorio e ¢ <> j, entonces j es transitorio.

Tiempo Medio de Recurrencia:

Se define como el tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente
7 a partir del estado ¢ como la esperanza de

y se denota por p;;:

o0

piy = Elrg] = Y nfiy(n),

n=1
donde f;;(n) representa la probabilidad de primera visita en n pasos.

Esta esperanza representa el niimero de pasos promedio que a la cadena
le toma regresar al estado recurrente j.

En particular, cuando ¢ = j, escribimos p; en lugar de ;.

Se dice que un estado recurrente 7 es:

— recurrente nulo si p; = oo.

— recurrente positivo si p; < Q.
La recurrencia positiva es una propiedad de clase, pues:

— Si i es recurrente positivo e ¢ <+ 7, entonces j es recurrente posi-
tivo.

— Si ¢ es recurrente nulo e ¢ <+ j, entonces j es recurrente nulo.

Distribucién Estacionaria: Es un vector 7 tal que:
TP=7m 'y g m=1
i
Representa una distribucién invariante en el tiempo.
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4 Ejemplo: Grafo de Transicion

Consideremos un proceso con tres estados { A, B, C'} y la siguiente matriz de

transicion:
0.5 0.3 0.2

P=101 07 0.2
04 03 0.3

El grafo de transicion asociado es:

5 Matrices Estocasticas

Las matrices estocdsticas (por renglones o por columnas), fundamentales en el
modelado de procesos estocasticos como las cadenas de Markov, tienen apli-
caciones en comunicacion de redes, sistemas de transporte y algoritmos como
el PageRank de Google. Una matriz estocastica P es una matriz cuadrada
donde p;; > 0 y la suma de las entradas de cada columna (o fila) es igual a
1, es decir, Y . pi; =1 (o Ej pij = 1). En esta seccién se exploran algunas
de sus propiedades y aplicaciones.

5.1 Propiedades de las Matrices Estocasticas
Definicién

Una matriz estocéstica (por columnas) P satisface:

pi=0 y Y py=1 Vi

i=1



Propiedades

1.

Preservacion de Vectores de Probabilidad: Si v es un vector de proba-
bilidad (v >0y > ,v; = 1), entonces:

Pv también es un vector de probabilidad.

. Producto de Matrices Estocasticas: Si P y () son matrices estocasticas,

su producto P(@) también es estocastico.

. Invarianza con respecto a permutaciones: El resultado permutar ren-

glones y/o columnas de una matriz estocastica A, da como resultado
una matriz estocastica.

. Dominancia del Eigenvalor Principal: El mayor valor propio de P es

Amax = 1, y siempre existe un vector propio asociado que es no negativo.

Convergencia Iterativa: Para P regular, las potencias P* convergen:
P* - vw?  cuando k — oo,

donde v es el vector propio dominante y w’ normaliza las columnas.

Combinaciones Convexas: Una combinacién convexa de matrices es-
tocasticas aP + (1 — @)@ con 0 < a < 1 también es estocéstica.

. Teorema de Perron-Frobenius para una matriz estocastica irreducible:

e El valor propio dominante A = 1 es tinico.

e El vector propio correspondiente es positivo (v; > 0 para todo 7).

Normalizacién: Si P tiene entradas no negativas pero las columnas no
suman 1, se puede normalizar dividiendo cada columna por su suma:

P..
P= "
! Zk ij

Preservacion de la Uniformidad: Una matriz estocastica (por renglones)
preserva el vector uniforme:

1
Pu=u, dondeu=—[1,1,...,1]".
n



5.2 Aplicaciones de las Matrices Estocasticas
5.2.1 Comunicacion en Redes

Las matrices estocasticas modelan sistemas de comunicacion donde los nodos
representan dispositivos y las aristas, las probabilidades de comunicacion. La
matriz de transicion P describe las probabilidades de mover un paquete de
un nodo a otro.

Evolucién de Paquetes

Si v(t) representa la distribucién de paquetes en t, su evolucién esta dada
por:
v(t+1) = Pv(t).

En redes fuertemente conexas, P¥v(0) converge a la distribucién estacionaria
Voo
Redundancia y Tolerancia a Fallos

En redes robustas, se reconfiguran las probabilidades en caso de fallos para
garantizar conectividad:

X pij +90; sij redirige a 1,
bij =

Dij en caso contrario,

donde §; asegura que ) . p;; = 1.

5.3 Sistemas de Transporte

En transporte, las matrices estocasticas modelan probabilidades de trénsito
entre estaciones. Por ejemplo, en una red de transporte con n estaciones:

v(t+1) = Pv(t),

donde v(t) es la distribucién de pasajeros en t.

5.4 Algoritmo PageRank de Google

El grafo web se representa como un grafo dirigido, donde los nodos son
paginas y las aristas son enlaces. La matriz de transicion P estd definida
como:

1 e
Dii = grado de salida(yj) 51 (~77 Z) S E7
1] - .
0 en caso contrario.



Modelo del Navegador Aleatorio

Para garantizar la conectividad fuerte, se introduce un factor de teletrans-
portacion a:

117
PGoogle =aP -+ (1 — C()T,

donde 1 es el vector de unos y n es el niumero de paginas.

Distribucion Estacionaria

El vector PageRank r es la distribucion estacionaria de Pgoogle, definida como:

r= PGoogler-

Este vector clasifica las paginas segin su importancia.
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Ejercicios

. Demostrar las propiedades de la seccién §5.1. Cuando su argumento

requiera conceptos o proposiciones adicionales de dominio publico del
algebra lineal intermedia o avanzada, no requiere demostrar dichos con-
ceptos o proposiciones adicionales.

. Determinar si una matriz de transicién dada describe una cadena de

Markov irreducible.

. Calcular P? y P3 para una matriz de transicién simple y analizar las

probabilidades de alcanzar ciertos estados.

. Identificar la distribucién estacionaria para una matriz de transicion

con tres estados.

. Simular una cadena de Markov con datos sintéticos, graficar la evolucion

de las probabilidades de los estados y validar la convergencia hacia la
distribucién estacionaria.
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