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1 Introducciéon

La resolucién eficiente de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) mediante esquemas numéricos
exige aproximaciones precisas y estables de operadores involucrados. Una herramienta
poderosa en este contexto es la aproximacién de la exponencial de matrices, e*4, medi-
ante fraccionarios racionales como los métodos de Padé. Estos métodos permiten resolver de
manera estable ciertos sistemas semidiscretizados provenientes de la aplicacion del método

de lineas con diferencias finitas.

2 Generalidades de los Métodos de Padé

Dado f(z) una funcién analitica alrededor de z = 0, su serie de Taylor hasta orden m +n es

m-+n

f(z) = Z cr2”.

k=0

Un aproximante de Padé R,,/,(z) de orden (m,n) es una fraccién racional de la forma

N(2)  ag+ a1z + -+ ap2™

Rmn - - 5
/() dn(2) L+biz+- -+ b2

que satisface la relacion:

du(2)f(2) =1 (2) = O(z" ),

Es decir, la diferencia entre la funcién f(z) y su aproximante de Padé coincide con los
primeros m + n términos de la serie de Taylor de f(z), haciendo de R,,/,(2) una mejor
aproximacién racional que el simple truncamiento polinomial.



A

3 Aproximaciéon de ¢“ mediante Padé

Para matrices A € R™*", la funcién f(z) = e* se puede aproximar por R,,/,(z) como:
e 2 Ry (tA) = (da(tA)) " mn(tA).

Esta aproximaci’on es especialmente 1til en el contexto de métodos numéricos para EDPs,
donde A es la matriz que resulta de discretizar el operador espacial mediante diferencias
finitas.

4 Aplicaciéon al Método de Lineas

El método de lineas consiste en discretizar las variables espaciales en una EDP, obteniendo
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo:

du(t)
—= = Au(t) +f(t
S = () + £(),
con condiciones iniciales u(0) = uy.
La solucion formal del sistema homogéneo es:
u(t) = e'tug.

A

Usando aproximantes de Padé para €', se obtiene:

u(t) & Rym(tA)ug = d,(tA) 'y, (tA)uo,

lo cual reduce el problema a resolver un sistema lineal con matriz d,(tA), que se puede
implementar con alta estabilidad numérica.

5 Ejemplo: Ecuaciéon del Calor en 1D

Consideremos la ecuacién del calor

ou 0%u
- = O{_,
ot Ox?
con discretizacion espacial mediante diferencias finitas centradas. El sistema resultante es
du
— = Au,
dt

donde A es una matriz tridiagonal.
Aplicando Ry/5(AtA), se obtiene una expresion estable de segundo orden para avanzar
en el tiempo.

6 Conclusion

Los aproximantes de Padé proporcionan una herramienta robusta para la integracién tem-
poral de sistemas semidiscretizados provenientes de EDPs. Su combinacién con el método
de lineas ofrece estabilidad y precisi’on, particularmente en aplicaciones de simulaci’on y
modelado computacional de fen’omenos f’isicos.
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